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知識天地
馬可夫鏈蒙地卡羅法（Markov chain Monte Carlo）

陳定立助研究員 ( 統計科學研究所 )

馬可夫鏈蒙地卡羅法（Markov chain Monte Carlo）是一種抽樣方法。它主要是針對狀態空間（state 
space）巨大而不容易抽樣的狀況。我們先看個簡單的例子：一個一百乘一百像素的照片，每個像素都只有黑

跟白兩種可能。即使這麼簡單的情況，可能的樣本有二的一萬次方個，這大約是一後面加三十個零。即使我們

知道每個狀態的機率是正比於某個已知的函數值，由於狀態空間太大，使得要計算一些我們有興趣的統計期望

值變得不可能。馬可夫鏈蒙地卡羅法，就是針對類似的情況，設計出一個馬可夫鏈來隨機抽樣出有代表性的樣

本。

一個馬可夫鏈是由一個傳遞矩陣（transition matrix）所決定。所謂的傳遞矩陣，是由所有從一個狀態到另

一個狀態的機率而構成。在數學上，只要這傳遞矩陣有一些好的性質，就可以證明經由這馬可夫鏈抽樣的分

佈會收斂到想要的機率分佈。對於一個目標分佈，可以找到非常多個馬可夫鏈，最後會收斂到該分佈。問題

是：哪一個馬可夫鏈，收斂的速度比較快，比較有效率？目前最被廣泛使用的兩種馬可夫鏈蒙地卡羅法，一

個是 Metropolis-Hasting algorithm (Metropolis et al. 1953; Hasting 1970)，另一個是 Gibbs Sampler (Geman and 
Geman 1984)。對於馬可夫鏈蒙地卡羅法的收斂速率問題，有許多的學術討論，但能實際以理論比較這兩種方

法的研究並不多。本院數學所研究員黃啟瑞和許順吉及其他合作者第二大特徵值（second largest eigenvalue）
來比較各方法（Frigessi et al. 1993），另外也以最小漸近變異（asymptotic variance）的觀點，在最壞狀況分

析（worst-case analysis）下，找出最佳的傳遞矩陣（Frigessi et al. 1992）。

必須一提的是，上述的最佳傳遞矩陣是限定在可逆（reversible）的條件下，而所有常用的馬可夫鏈蒙地

卡羅法都是可逆的。但是，可逆是必要的嗎？其實不然。那究竟什麼原因使得所有這方面的研究都限制在可逆

的條件下？當一個馬可夫鏈最終能收斂到想要的分佈，一個必要條件是在目標分佈下，每個狀態流出的機率要

等於流入的機率。但由於處理的狀態空間巨大，要加總所有流出和流入的機率再判斷是否相等，是一件困難而

通常不可行的事。而所謂的可逆是指任選兩個狀態，由狀態甲流到狀態乙的機率等於由狀態乙流到狀態甲的機

率。因為對任一狀態，從它流到某狀態的機率跟流過來的機率相等，則從它流出的總機率自然會等於流入的總

機率。所以，可逆這個條件，其實只是為了方便，讓大家容易去判定是否滿足，進而確保收斂的正確性。

接下來要問的是：最佳的傳遞矩陣是否其實剛好都會是可逆的？答案是否定的。我們先從一些簡單的例子

來觀察。如果狀態空間中只有兩個狀態，兩者機率相等，而我們想知道的是某個函數在這機率分佈下的期望值。

當然，我們其實只要把這兩個狀態的函數值加總平均就好了。不過，我們現在是要藉由這個例子觀察，若用馬

可夫鏈蒙地卡法來解決這問題，我們應該選用怎樣的傳遞矩陣。在這個簡單問題上，很明顯地，最佳的傳遞矩

陣應該是：每個狀態總是以百分之百的機率流到另一個狀態。也就是，這樣的馬可夫鏈會交替選擇兩個狀態。

類似的例子，如果狀態空間中有 n個狀態且機率相等，則最佳的傳遞矩陣是每一個狀態都百分之百流到某狀態，

全部狀態輪過一輪後再輪回來。當 n 大於 2 時，這樣的傳遞矩陣明顯不是可逆的，因為每個狀態流入與流出的

對象一定不同。

在我們最近的研究中（Chen et al. 2011a），對任何有限狀態空間下的任何機率分佈，我們以平均狀況分

析（average-case analysis），得到了對應的漸近變異最小值。我們並且證明，總共有 2 的 n - 2 次方個傳遞矩

陣可以達到這個最小值。我們找出了所有最佳傳遞矩陣的一般形式，其中有一個傳遞矩陣是：最小機率的狀態

百分之百跑到第二小機率的狀態，第二小機率的狀態百分之百跑到第三小機率的狀態，依此類推，第二大機率

的狀態百分之百跑到最大機率的狀態。目前，除了最大機率的狀態，其它狀態流入的機率都小於流出的機率。

而這之間的不足，就剛好由最大機率狀態流出來達到平衡。

這樣的數學結果雖然漂亮，但卻無法直接使用。為什麼？因為像是上述的最佳傳遞矩陣，機率的流動幾

乎都是從小流到大。而要達成這樣，表示我們必須知道所有狀態的機率排序。在最一開始已經提過，馬可夫

鏈蒙地卡羅法所要處理的問題，狀態空間通常非常巨大，因此要將所有狀態依機率大小做排序，在實用上是

件不可能的事。雖然理論的結果無法直接用上，但我們可以在局部上應用它。一般碰到的巨大狀態空間，常
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常是維度很高（像本文第一段所舉的例子，維度是一萬維），而每個維度的狀態則可能不高。如常用的 Gibbs 
Sampler，其傳遞矩陣就是讓馬可夫鏈移動時，每次都在一個維度上動，它的動法是在選定維度下，根據條件

機率去抽樣。我們模仿這樣的想法，在選定維度下，套上我們得到的結果，將條件機率排序，然後從小流到大，

最大的再分配到各地方。我們將這方法稱為局部最佳抽樣法（Locally Optimal Sampler）。

這樣的方法，就可以實際使用了，程式撰寫上也容易。只要將 Gibbs Sampler 中依據條件機率抽樣的地

方，多加進一個排序的動作。而排序後，除非剛好目前的狀態是機率最大的，否則不需要經過隨機抽樣，因

此執行這方法不需要比較多的時間。我們無法理論上證明我們提出的局部最佳抽樣法總是比 Gibbs Sampler 或 
Metropolis-Hasting algorithm 好。但在一些狀態個數不太大（小於十萬）的例子，經過實際的計算，我們的

方法的確平均來說有較小的漸近變異。我們也同時從模擬實驗著手，實驗結果顯示我們的方法通常表現較佳

（Chen et al. 2011b）。在許多模擬的例子中，我們的方法只需要不到一半的執行迭代次數，收斂情況已經比

其它方法來得好。
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